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Vorwort

Ziel dieser Abhandlung ist es, Voraussetzungen und Aussagen verschiedener
Modelle der linearen Regressionsanalyse genau anzugeben, die Zusammen-
hänge zwischen den Modellen aufzuzeigen und die Anwendungsmöglichkeiten
darzustellen.

Die eigentliche Aufgabe der Regressionsanalyse ist eine Optimierungs-
aufgabe: Suche aus einer Menge von Funktionen die heraus, die „am besten“
zu einer gegebenen Menge von Punkten Pi passt. — Wir beschränken uns
hier auf den einfachsten Fall: Bestimme die Gerade, die „am nächsten“ zu
den Punkten (x1, y1), . . . , (xn, yn) liegt. — Erstaunlich ist, dass mir keine
Quelle bekannt ist, in der im Zusammenhang mit der Regressionsanalyse
von dieser Optimierungsaufgabe die Rede ist. Die Formulierung der Aufgabe
als Optimierungsproblem ist deshalb so wichtig, da sie der Ausgangspunkt
der mathematischen Entwicklung der verschiedenen Modellvarianten ist. Wir
beginnen in Kapitel 1 und 2 auch mit dem Optimierungsproblem und nen-
nen in Abgrenzung zur schließenden Statistik den Abschnitt ganz bewusst
Regressionsrechnung als Teilgebiet der beschreibenden Statistik.

Ebenso erstaunlich ist, dass höchst selten auf eine zentrale Vorausset-
zung für die Modelle der gewöhnlichen Regressionsanalyse hingewiesen wird:
Die beobachteten Werte x1, . . . , xn der unabhängigen Variable sind nicht nur
fest gewählt, sondern müssen bei jeder Wiederholung der Stichprobenziehung
dieselben sein.1 Derart deutlich schreiben dies in Lehrbüchern nach meiner
Kenntnis nur Fuller 1987 und Gujarati 1988.2 Diese Voraussetzung ist in
aller Regel bei Zeitreihen erfüllt, bei anderen Merkmalen, insbesonderen bei
ökonomischen meist nicht3. Die beobachteten Werte y1, . . . , yn der abhängi-
gen Variable können sich hingegen bei Wiederholung der Stichprobe ändern,
sind mit zufälligen Schwankungen versehen.

Bemerkenswert ist auch, dass das mathematische Grundmodell, welches
den Übergang von der beschreibenden zur schließenden Statistik ermöglicht,
nur in einer mir bekannten neueren Quelle dargestellt wird, nämlich in Fisz

1Die Verletzung dieser Voraussetzung hat fundamentale Folgen: Vergleiche Gujarati
1988, S. 417.

2Fuller 1987, S. 1.Gujarati 1988 wählt auf S. 19 folgende Formulierung: The explanatory
variables, on the other hand, are assumed to have fixed values (in repeated sampling), ...

3Bezüglich des Einsatzes des Fehler-in-den-Variablen-Modells vergleiche Schönfeld
1971, S. 106.
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Vorwort

1989, S. 117 f.4 Andere Autoren verwenden zumindest implizit das mathe-
matische Grundmodell, sprechen aber bestenfalls von bedingten Erwartungs-
werten.5 Argumentiert wird meist mit den Eigenschaften der Verteilungen,
die zusammengefasst das Modell ergeben.6 Dabei lassen sich die verschiede-
nen Modelle, Modellvarianten sehr gut mit Hilfe des Grundmodells darstel-
len.

Darüber hinaus ist es rätselhaft, dass während der Entwicklungsphase
des Fehler-in-den-Variablen-Modells in den 1940er bis 1960er Jahren die Ar-
beit von Kummell 1879 nicht entsprechend berücksichtigt worden ist, obwohl
Deming 1948 sein Ergebnis anführt.7 Gerade die erst 1969 gelösten Probleme
beim funktionalen Modell hätte es so nicht gegeben.

Das Fehler-in-den-Variablen-Modell (FVM) behandelt die beiden Merk-
male (Variablen) X und Y gleich: Die Merkmalswerte beider Merkmale wer-
den mit zufälligen Abweichungen gemessen. Hieraus ergibt sich ein Vorteil
des FVM: Es besteht die Möglichkeit der symmetrischen Schätzung der Re-
gressiongeraden, d. h. es spielt keine Rolle, ob x die unabhängige Variable ist
und y die abhängige oder umgekehrt.8 Auch hier ist erstaunlich, dass diese
Eigenschaft in der Literatur sehr selten erwähnt wird. Dies trifft auch auf
die Unabhängigkeit bezüglich der Skalierung (Vielfache von Einheiten) zu.

Ist der Quotient der Fehlervarianzen σ2
δ und σ2

ε bekannt, dann ist das
funktionale Modell mit Abstand zu bevorzugen (Lemma 2.2.3, Satz 2.2.20,
Satz 3.0.4):

• Das Modell ist die Verallgemeinerung der gewöhnlichen Regression.

• Das Modell ist symmetrisch.

• Die Schätzer sind konsistent.

• Das Modell ist unabhängig bezüglich der Skalierung.

Die hiesige Beschränkung auf das Zweidimensionale, also das Betrachten
von nur zwei Merkmalen ist von keiner besonderen Bedeutung. Wie die Öko-
nometrie zeigt, lassen sich die Ergebnisse relativ leicht ins Mehrdimensionale
verallgemeinern. Der Formalismus wird allerdings aufwendiger.

In der Regel sind die beobachteten Werte x1, . . . , xn alle unterschiedlich
genau so wie die beobachteten Werte y1, . . . , yn. Dies muss aber nicht so

4Eine ältere Quelle ist Cramér 1946, S. 270 f.
5Vgl. Miller 1996, S. 204.
6Vgl. Fuller 1987, S. 30 ff.; Kendall und Stuart 1979, S. 403 ff.; Schach und Schäfer

1978, S. 155 ff.
7Deming 1948, S. 184. – Madansky 1959 verweist auf S. 181 nur auf Deming 1948,

um die verschiedenen Namen eines Verfahrens zu belegen. Das Ergebnis von Kummel
erwähnen Madansky 1959, S.202 und Lindley 1947, S. 241. Die Hinweise auf die Ergebnisse
von Kummell 1879 scheinen aber keine Folgen gehabt zu haben.

8Vgl. Schach und Schäfer 1978, S. 159 f., Fußnote +).
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sein. Ob alle beobachteten Werte x1, . . . , xn oder y1, . . . , yn gleich sein dür-
fen, hängt vom Modell ab. Bei der gewöhnlichen Regressionsanalyse müssen
mindestens zwei der x1, . . . , xn unterschiedlich sein. Sonst gilt schon Satz
1.1.1 nicht.9

Bedanken möchte ich mich bei meinem Kollegen Prof. Dr. Manfred Bör-
gens für die vielen Hinweise und Anmerkungen insbesondere zur Unabhän-
gigkeit bezüglich der Skalierung.

Brietlingen, im September 2017 Kai Bruchlos

9Beachte Georgii 2004, S. 317, Beispiel 12.1.
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1 Gewöhnliche Regressionsanalyse

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Eigenschaften der gewöhnlichen
Regression zur Verfügung gestellt, auf die bei der Erweiterung zum Fehler-in-
den-Variablen-Modell Bezug genommen wird. Der Ausgangspunkt der Re-
gressionsanalyse, das Optimierungsproblem und eine mögliche Lösung wird
in Abschnitt 1.1 formuliert. In Anschnitt 1.2 wechseln wir mit der Darstel-
lung des wahrscheinlichkeitstheoretischen Grundmodells in die schließende
Statistik, um dann in Abschnitt 1.3 Aussagen zur Qualität der KQ-Schätzer
zu erhalten.

1.1 Regressionsrechnung

Die Regressionrechnung1 ist ein Teilgebiet der beschreibenden Statistik und
geht davon aus, dass Beobachtungswerte x1, . . . , xn und y1, . . . , yn zweier
metrisch skalierter MerkmaleX und Y vorliegen, wobei es einen funktionalen
Zusammenhang der Art f(x) = y geben soll. Die Wahrscheinlichkeitstheorie
wird nicht verwendet.

Wir betrachten hier nur den linearen Zusammenhang zweier Merkmale
X und Y , mithin die Gerade2

y = α+ β · x .

Ist n > 2, sind also mehr als zwei Punkte (xi, yi) gegeben, dann liegt das
überbestimmte lineare Gleichungssystem

y1 = α+ β · x1

...
yn = α+ β · xn

vor. In aller Regel kann dieses Gleichungssystem nicht exakt gelöst werden.
Es ist somit eine lineare Gleichung

y = a+ b · x ,
1Vgl. Schwarze 2005, S. 127 ff.
2Mit Blick auf die Notation des weiter unten angeführten Modells der linearen Regres-

sionsrechnung müsste hier eigentlich η = α+β ·x stehen. Diese Notation ist aber in diesem
Zusammenhang nicht üblich.
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1 Gewöhnliche Regressionsanalyse

die sogenannte Regressionsfunktion, hier Regressionsgerade zu bestim-
men, zu der die Punkte (xi, yi) einen möglichst kleinen „Abstand“ haben. Dies
ist eine Optimierungsaufgabe. Zu deren Lösung wird meist dieMethode der
kleinsten Quadrate3 herangezogen, welche die Summe der Quadrate der
einzelnen Abweichungen

ei := yi − (a+ b · xi)

minimiert. Wir suchen also das Minimum der Funktion

S : R× R→ R, (a, b) 7→
n∑
i=1

(yi − a− b · xi)2 .

Die Differentialrechnung liefert den Tiefpunkt mit den Koordinaten4

b =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2

und a = ȳ − b · x̄

a und b heißen Kleinste-Quadrate-Schätzer, kurz KQ-Schätzer. Insge-
samt haben wir:
Satz 1.1.1:5 Seien x1, . . . , xn und y1, . . . , yn Beobachtungswerte der Merk-
male X und Y an statistischen Einheiten einer Grundgesamtheit (statisti-
schen Masse). Wird der Zusammenhang y = α + β · x, α ∈ R, β ∈ R\{0}
angenommen, dann sind

b :=

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2

und a := ȳ − b · x̄

die KQ-Schätzer für β und α.

Korollar 1.1.2:6 Der Punkt (x̄, ȳ) liegt auf der Regressionsfunktion y =
a+ bx.

Bemerkung 1.1.3: (i) Die Methode der kleinsten Quadrate geht wegen der
Minimierung der Abweichungen

ei := yi − (a+ b · xi) ⇐⇒ yi = a+ b · xi + ei

von zwei Annahmen aus:
3Vgl. Lexikon der Statistik 2004, Stichwort: Methode der kleinsten Quadrate, S. 154 f.
4Vgl. Hartung [u.a.] 2009, S. 575.
5Pestman 1998, S. 185, Proposition IV.1.1. Vgl. Schwarze 2005, S. 130 f.; Hartung [u.a.]

2009, S. 574 f.
6Vgl. Schwarze 2005, S. 132, R 4.3.11.
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1.1 Regressionsrechnung

• x1, . . . , xn sind feste Werte, würden sich bei einer Wiederholung der
Stichprobenziehung nicht ändern.

• y1, . . . , yn können von den Werten a+ b · x1, . . . , a+ b · xn abweichen,
wobei (x1, y1), . . . , (xn, yn) zur selben Stichprobe gehören.7

Dies kann so interpretiert werden, dass xi fehlerfrei gemessen ist, yi fehler-
behaftet.

(ii) Oft wird die Notation b = β̂ und a = α̂ an dieser Stelle verwendet.
Diese Schreibweise wird hier bewusst gemieden, da wir uns noch nicht in der
schließenden Statistik befinden.

(iii) Die Regressionsrechnung hat zum Ziel, dass die Parameter eines gege-
benen Funktionstyps f(x) = y „möglichst gut“ an die Punkte (x1, y1), . . . ,
(xn, y1) angepasst werden. Unter „möglichst gut“ wird in der Regel die Be-
stimmung eines Minimums mit Hilfe der Differentialrechnung verstanden.
Speziell bei der zweidimensionalen linearen Regressionrechnung wird bei der
Verwendung der Methode der kleinsten Quadrate nur das Minimum von S
bestimmt. Wie gut dieses Minimum die Optimierungsaufgabe löst, ist bis-
her nicht bekannt. Oder in der Sprache der schließenden Statistik: Welche
Eigenschaften die KQ-Schätzer haben, von welcher Qualität sie sind, ist bis
jetzt offen. Dafür benötigen wir ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell
zur Regression.

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass x die unabhängige Variable8

und y die abhängige Variable9 ist. Es kann aber auch der umgekehrte Fall
vorliegen. Folgende Bezeichnungen sind üblich:

Definition 1.1.4:10 Seien x1, . . . , xn und y1, . . . , yn Beobachtungswerte der
Merkmale X und Y an statistischen Einheiten einer Grundgesamtheit.

(i) Wird der funktionale Zusammenhang f(x) = y angenommen, dann liegt
eine Regression von y auf x vor.

(ii) Wird der funktionale Zusammenhang f(y) = x angenommen, dann liegt
eine Regression von x auf y vor.

Es gibt Fälle, in denen die Abhängigkeit der Merkmale X und Y sach-
lich fest steht, also sachlich begründet ist, ob eine Regression von y auf x
vorliegt oder eine Regression von x auf y. Aber es gibt auch Fälle, in de-
nen die Abhängigkeit nicht sachlich zu begründen oder gar unsinnig ist. Für
diese Fälle wäre es vorteilhaft, wenn die Regressionsfunktion x = a′ + b′y

7Aus einer anderen Stichprobe (x1, ỹ1), . . . , (xn, ỹn) berechnen sich in aller Regel auch
andere KQ-Schätzer als a und b, etwa ã und b̃. Und dann weichen natürlich ỹ1, . . . , ỹn von
den Werten ã+ b̃ · x1, . . . , ã+ b̃ · xn ab.

8Andere Bezeichnungen: Erklärende Variable, Regressor, Prädiktor, exogene Variable.
9Andere Bezeichnungen: Erklärte Variable, Regressand, Prädiktand, endogene Varia-

ble.
10Vgl. Schwarze 2005, S. 128, D 4.3.2.

9



1 Gewöhnliche Regressionsanalyse

(im y-x-Koordinatensystem) der Regressionsfunktion y = a + bx (im x-y-
Koordinatensystem) entsprechen würden. Es gilt nun:

y = a+ bx ⇐⇒ x = −a
b

+
1

b
y

Insbesondere muss also b′ = 1/b sein. Mit Blick auf die beiden Schätzer

b =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(xi − x̄)2

und b′ =

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

n∑
i=1

(yi − ȳ)2

steht fest, dass b′ = 1/b im Allgemeinen nicht gilt.11 Wir haben also:

Bemerkung 1.1.5: (i) Bei der gewöhnlichen linearen Regression (mit KQ-
Schätzern) führt eine Regression von y auf x im Allgemeinen zu einer anderen
Regressionsgeraden als eine Regression von x auf y. Die gewöhnliche lineare
Regression ist asymmetrisch.12

(ii) Die Asymmetrie der gewöhnlichen linearen Regression hat ihren Ur-
sprung darin, dass die KQ-Methode die unabhängige und die abhängige
Variable unterschiedliche verwendet: Die unabhängige Variable ist fehlerfrei
gemessen, die abhängige nicht – vergleiche Bemerkung 1.1.3.

Darstellung des Modells der linearen Regressionsrechnung:

x1, . . . , xn feste Werte des Merkmales X, ändern sich bei
Wiederholung der Stichprobenziehung nicht.

y1, . . . , yn Werte des Merkmales Y
yi = a+ b · xi + ei Regressionsgleichungen

y = a+ b · x Regressionsfunktion (Regressionsgeraden)
η = α+ β · x „wahrer“ Zusammenhang

1.2 Wahrscheinlichkeitstheoretisches Grundmodell

Um über die Qualität der KQ-Schätzer aus Satz 1.1.1 etwas aussagen zu kön-
nen, soll ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Modell herangezogen werden.
Das einzige mir bekannte wahrscheinlichkeitstheoretische Modell der Regres-
sionsanalyse ist von Fisz 1989 und wird auf den Seiten 117 f. dargelegt:

Sei (X,Y ) eine zweidimensionale Zufallsvariable mit stetiger Dichte
f(x, y) und stetigen Randdichten fX und fY .

11Vgl. Schach und Schäfer 1978, S. 159, Fußnote +.
12Vgl. Miller 1996, S. 156; Schach und Schäfer 1978, S. 159, Fußnote +; Madansky 1959,

S. 175.
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1.3 Eigenschaften der Schätzer

Satz 1.2.1:13 Für die bedingten Erwartungswerte gilt

E(X|Y = y) =

∞∫
−∞

x · f(x, y)

fY (y)
dx sowie E(Y |X = x) =

∞∫
−∞

y · f(x, y)

fX(x)
dy .

Sind X und Y stochastisch unabhängig, dann gilt E(X|Y = y) = E(X) und
E(Y |X = x) = E(Y ).

Definition 1.2.2:14 Die Punktmenge in der x-y-Ebene mit den Koordinaten(
E(X|Y = y), y

)
heißtRegressionskurve der Zufallsvariablen X bezüglich Y , die Punkt-
menge mit den Koordinaten (

x,E(Y |X = x)
)

heißt Regressionskurve der Zufallsvariablen Y bezüglich X.

Bemerkung 1.2.3: Im allgemeinen überdecken sich die beiden Regressions-
kurven nicht.15 Die Regression ist also grundsätzlich asymmetrisch, verglei-
che Bemerkung 1.1.5.

Die Regressionskurve der Zufallsvariablen X bezüglich Y bzw. die Re-
gressionskurve der Zufallsvariablen Y bezüglich X entspricht in der Regressi-
onsrechnung der Regression von x auf y bzw. der Regression von y auf x. Die
Verbindung zwischen den beiden Begriffen wollen wir im nächsten Abschnitt
herstellen.

1.3 Eigenschaften der Schätzer

Wir betrachten im folgenden nur die Regressionskurve der Zufallsvariablen
Y bezüglich X und stellen die Verbindung zur Regression von y auf x mit
der

Annahme 1 E(Y |X = x) = α+ β · x, α ∈ R, β ∈ R\{0}

her. – Das Vorgehen bei der Regressionskurve der Zufallsvariablen X bezüg-
lich Y erfolgt analog und die Ergebnisse sind die gleichen.

Seien x1, . . . , xn fest gegebene Realisationen von X, die sich auch bei
Wiederholung der Stichprobenziehung nicht ändern, und Yx1 , . . . , Yxn Zu-
fallsvariablen, deren Verteilung die bedingte Verteilung von Y unter X = xi

13Fisz 1989, S. 117, (3.7.1’), S. 118.
14Fisz 1989, S. 118, Definition 3.7.1.
15Fisz 1989, S. 118.
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1 Gewöhnliche Regressionsanalyse

ist. Somit liegt das überbestimmte lineare Gleichungssystem

E(Yx1) = α+ β · x1

...
E(Yxn) = α+ β · xn

vor.

Satz 1.3.1:16 Seien y1, . . . , yn Realisationen von Yx1 , . . . , Yxn . Die KQ-
Schätzer a und b für α und β sind erwartungstreu und Linearkombinatio-
nen von Yx1 , . . . , Yxn, sogenannte lineare Schätzer von Yx1 , . . . , Yxn.

Bemerkung 1.3.2: (i) Ein Schätzer ist eine Zufallsvariable und a sowie b
sind dies nicht. Allerdings sind a und b Realisationen der entsprechenden
Schätzer. Da der Formalismus zur Definition der entsprechenden Schätzer
hier von untergeordneter Bedeutung ist, nehmen wir die Realisation eines
Schätzers als Schätzer.

(ii) Können sich die Realisationen x1, . . . , xn bei einer Wiederholung der
Stichprobenziehung ändern, etwa wenn sie nicht fehlerfrei gemessen werden
können, dann ist es schwierig, eine Aussage zur Erwartungstreue der KQ-
Schätzer a und b zu treffen, da E(b) nicht wie im Satz 1.3.1 berechnet werden
kann.17 Bei der Konsistenz der KQ-Schätzer ist es gerade umgekehrt: Der
Nenner von b ist nmal die Stichprobenvarianz. Diese konvergiert stochastisch
gegen die Varianz18, welche hier den Wert 0 hat, da x1, . . . , xn fest gegebene
Werte sind und keine Realisationen von Stichprobenvariablen X1, . . . , Xn.

Für weitergehende Aussagen zu den KQ-Schätzern benötigen wir die fol-
genden Annahmen:

Annahme 2 Yx1 , . . . , Yxn sind stochastisch unabhängig.
Annahme 3 Es gilt V(Yx1) = · · · = V(Yxn) =: σ2 .

Bemerkung 1.3.3: (i) Ab Annahme 2 könnte die Modellierung auch über
die Fehler ei erfolgen: Die Annahmen werden für die Zufallsvariablen Exi :=
Yxi − (α+ β · xi) formuliert. Hartung [u.a.] 2009 geht auf den Seiten 576 ff.
so vor.

(ii) Annahme 3 bedeutet, dass die Streuung bei der Datenmessung immer
dieselbe ist. Diese Eigenschaft wird in der ÖkonometrieHomoskedastizität
genannt.19

16Pestman 1998, S. 187, Proposition IV.1.2.
17Gujarati 1988 behauptet auf S. 417, dass die KQ-Schätzer nicht erwartungstreu sind.
18Fisz 1989, S. 430.
19Vgl. Fahrmeir [u.a.] 2011, S. 478; Gujarati 1988, S. 316 ff.
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1.3 Eigenschaften der Schätzer

Satz 1.3.4:20 Unter den getroffenen Annahmen 1 bis 3 gilt:

V(b) = σ2

n∑
i=1

(xi−x̄)2

V(a) =

(
n∑
i=1

(xi−x̄)2+n·(x̄)2
)
·σ2

n·
n∑
i=1

(xi−x̄)2

Cov(a, b) = − x̄·σ2

n∑
i=1

(xi−x̄)2

Satz 1.3.5:21 von Gauß-MarkovMit den Annahmen 1 bis 3 haben die KQ-
Schätzer a und b unter den erwartungstreuen linearen Schätzern die geringste
Varianz und sind mit dieser Eigenschaft die einzigen.

Bemerkung 1.3.6: Die KQ-Schätzer a und b heißen auch BLUE-Schätzer
(best linear unbiased estimator).22

Annahme 4 Für alle xi ist Yxi ∼ N(α+ β · xi, σ2) .

Bemerkung 1.3.7: (i) Mit Annahme 4 sind Annahme 1 und 3 gegenstands-
los, können also entfallen.
(ii) Gilt Annahme 4, so wird von normaler Regressionsanalyse gespro-
chen.23

Satz 1.3.8:24 Mit den Annahmen 1 bis 4 sind die KQ-Schätzer a und b auch
die ML-Schätzer für α und β.

Die folgende Grafik25 soll einen Eindruck vermitteln, was normale Re-
gressionsanalyse bedeutet. Die Verteilung der Yxi unterscheiden sich im We-
sentlichen nur in der Größe des Erwartungswertes. Und die Grafik zeigt, wie
sehr die Realisationen yi vom Erwartungswert E(Yxi) abweichen können, um
ihn streuen:26

20Pestman 1998, S. 187, Proposition IV.1.2.
21Pestman 1998, S. 189, Proposition IV.1.3. Vgl. Gujarati 1988, S. 63.
22Vgl. Gujarati 1988, S. 63.
23Vgl. Pestman 1998, S. 194.
24Pestman 1998, S. 198, Proposition IV.3.4.
25Die Grafik ist Fahrmeir [u.a.] 2011, S. 478 entnommen.
26Statt y = α+ β · x muss es η = α+ β · x heißen.
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1 Gewöhnliche Regressionsanalyse

Bevor wir die Darstellung des Modells angeben können, müssen wir noch
die Abweichungen, die Fehler für i = 1, . . . , n definieren:

Exi := Yxi − (α+ β · xi)

Es ist Exi ∼ N(0, σ2) und Ex1 , . . . , Exn sind stochastisch unabhängig.

Darstellung des linearen normalen Regressionsmodells:

(X,Y ) zweidimensionale Zufallsvariable
x1, . . . , xn ?)

y1, . . . , yn ??)

Yxi = α+ β · xi + Exi Regressionsgleichungen
y = a+ b · x Regressionsfunktion

η = E(Yx) = E(Y |X = x) = α+ β · x „wahrer“ Zusammenhang
Yx1 , . . . , Yxn sind stochastisch unabhängig

Yxi ∼ N(α+ β · xi, σ2)

Exi ∼ N(0, σ2)

?): Fest gegebene Realisationen der Zufallsvariablen X, ändern sich bei Wie-
derholung der Stichprobenziehung nicht.
??): Realisationen der Zufallsvariablen Yx1 , . . . , Yxn

14



2 Fehler-in-den-Variablen-Modell

Ausgangspunkt der gewöhnlichen Regressionsanalyse sind Beobachtungswer-
te x1, . . . , xn und y1, . . . , yn zweier Merkmale X und Y , für die es einen
funktionalen Zusammenhang der Art f(x) = y geben soll. Nehmen wir
den Zusammenhang y = α + β · x an, dann kann das daraus resultierende
Optimierungsproblem mit der Methode der kleinsten Quadrate gelöst wer-
den. Die Methode der kleinsten Quadrate geht davon aus, dass x1, . . . , xn
ganz bestimmte feste Werte sind, insbesondere fehlerfrei gemessen, hinge-
gen y1, . . . , yn bei einer Wiederholung der Stichprobenziehung sich ändern
können, mithin fehlerbehaftet sind – vergleiche Bemerkung 1.1.3 (i).

Ist X ein ökonomisches Merkmal, dann sind x1, . . . , xn meist genauso
fehlerbehaftet wie y1, . . . , yn. Und dies gilt nicht nur für ökonomische Merk-
male, sondern für sehr viele andere — die meisten? — auch.1 Das Modell
der gewöhnlichen Regressionsanalyse muss also bezüglich der Fehlerfreiheit
von x1, . . . , xn geändert werden, damit das Optimierungsproblem auch bei
fehlerbehafteten x1, . . . , xn mit der Methode der kleinsten Quadrate gelöst
werden kann. Das Modell, bei dem sowohl x1, . . . , xn also auch y1, . . . , yn
bei einer Wiederholung der Stichprobenziehung sich ändern können, heißt
Fehler-in-den-Variablen-Modell, kurz FVM.

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Folgen der Änderung der Modellan-
nahme bezüglich der x1, . . . , xn aufzuzeigen. Wir beginnen in Abschnitt 2.1
zunächst wieder mit der Regressionsrechnung.

Idealerweise ist das Fehler-in-den-Variablen-Modell eine Verallgemeine-
rung des gewöhnlichen Regressionsmodells oder anders ausgedrückt das ge-
wöhnliche Regressionsmodell ein Spezialfall des Fehler-in-den-Variablen-Mo-
dells. Es wird sich in Abschnitt 2.2 zeigen, dass eine Variante des Fehler-in-
den-Variablen-Modell, das sogenannte funktionale Modell, die Verallgemei-
nerung des gewöhnlichen Regressionsmodells ist (Lemma 2.2.3).

2.1 Regressionsrechnung

Wir beginnen wie bei der gewöhnlichen Regressionsrechnung mit Beobach-
tungswerten ξ1, . . . , ξn und y1, . . . , yn zweier metrisch skalierter Merkmale X

1Vgl. Miller 1996, S. 203.
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2 Fehler-in-den-Variablen-Modell

und Y . Alle Beobachtungen sind fehlerbehaftet, d.h. es gibt „zufällige Feh-
ler“2 δ1, . . . , δn, ε1, . . . , εn und die fehlerfreien Werte x1, . . . , xn, η1, . . . , ηn,
die nicht beobachtet werden können, so dass

ξ1 = x1 + δ1, . . . , ξn = xn + δn sowie y1 = η1 + ε1, . . . , yn = ηn + εn

gilt.3

Wieder betrachten wir den linearen Zusammenhang

y = α+ β · ξ bzw. η = α+ β · x .

Ist n > 2, dann liegt somit das überbestimmte lineare Gleichungssystem

y1 = α+ β · ξ1

...
yn = α+ β · ξn

vor. In aller Regel kann dieses Gleichungssystem nicht exakt gelöst werden.
Es ist somit die Regressionsgerade

y = a+ b · ξ ,

zu bestimmen, zu der die Punkte (ξi, yi) einen möglichst kleinen „Abstand“
haben. Die Methode der kleinsten Quadrate minimiert ja die Summe der
Quadrate der einzelnen Abweichungen

ei := yi − (a+ b · ξi) .

An dieser Stelle kommt es jetzt zur entscheidenden Änderung gegenüber der
gewöhnlichen Regression. Werden a und b mit den fehlerfreien Werten xi
und ηi bestimmt, dann gilt ηi = α+ β · xi = a+ b · xi, und somit ist4

ei = ηi + εi − a− b · (xi + δi) = ηi − (a+ b · xi) + (εi − b · δi) = εi − b · δi .

Die Methode der kleinsten Quadrate hängt mit der Steigung b der Regres-
sionsgeraden, die mit Hilfe der Methode berechnet werden soll, zusammen.
Und dies hat unangenehme Folgen für die Eigenschaften der KQ-Schätzer a
und b. – Zum Vergleich ist dies bei der gewöhnlichen Regression nicht der
Fall:

ei = ηi + εi − a− b · xi = ηi − (a+ b · xi) + εi = εi

2Oft wird zwischen groben Fehlern, systematischen Fehlern und zufälligen Fehlern als
Fehlerarten unterschieden. Ein grober Fehler liegt bei mangelnder Sorgfalt oder mangeln-
der Konzentration beim Messen vor. Der systematische Fehler umfasst Umwelteinflüsse
und Gerätefehler. Der zufällige Fehler gilt als unvermeidlich und entsteht durch die Un-
vollkommenheit der Messinstrumente und der menschlichen Wahrnehmung.

3x1, . . . , xn sind weiter die fehlerfreien Werte. Dies erhöht die Lesbarkeit der nachfol-
genden Notationen deutlich.

4Vgl. Hartung [u.a.] 2009, S. 601; Schach und Schäfer 1978, S. 153.
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2.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle

Formal können wir wie bei der gewöhnlichen Regression weiter vorgehen
und erhalten entsprechend Satz 1.1.1 die Berechnungsformeln für a und b.
Mit dem KQ-Schätzer ist das FVM natürlich dann auch asymmetrisch.
Darstellung des Modells der linearen Regressionsrechnung:

x1, . . . , xn fehlerfreie Werte des Merkmales X
η1, . . . , ηn fehlerfreie Werte des Merkmales Y

ξi := xi + δi, i = 1, . . . , n beobachtet Werte des Merkmales X
yi := ηi + εi, i = 1, . . . , n beobachtet Werte des Merkmales Y

yi = a+ b · ξi + ei Regressionsgleichungen
y = a+ b · ξ Regressionsfunktion
η = α+ β · x „wahrer“ Zusammenhang

2.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle

Die Änderung der Modellannahme, dass xi nicht mehr fehlerfrei gemessen
werden kann, hat erhebliche Auswirkung auf die Schätzung der Parameter
a und b der Regressionsgeraden. Zunächst erweist sich der KQ-Schätzer als
nicht konsistent. Dann gab es bis 1969 nur ein sehr spezielles Modell — das
strukturelle Modell mit zusätzlicher Information —, in dem überhaupt ei-
ne Qualitätsschätzung, nämlich eine konsistente möglich war.5 Dies erklärt
wohl auch, warum in den meisten Lehrbüchern immer noch nur das struktu-
relle Modell präsentiert wird. Seit Mitte der 1970er Jahre gibt es auch einen
konsistenten Schätzer im funktionalen Modell mit Zusatzinformation.

Wir werden jetzt das funktionale und das strukturelle Modell einführen,
um dann als erstes im Abschnitt 2.2.1 die Inkonsistenz des KQ-Schätzers für
beide Modelle zu zeigen. Danach betrachten wir im Abschnitt 2.2.2 die KQ-
Schätzung in beiden Modellen. Funktionales wie strukturelles Modell setzen
das Grundmodell aus Abschnitt 1.2 voraus und verbinden die Regressions-
kurve mit der Regressionsrechnung.

Ausgehend von der zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y ) des Grund-
modells sei die bedingte Verteilung von Y unter X = x eine Normalvertei-
lung, genauer

Y|X=x ∼ N(α+ β · x, σ2
ε)

mit α ∈ R, β ∈ R\{0}, σ2
ε > 0. Insbesondere gilt6

E(Y|X=x) = E(Y |X = x) = α+ β · x

5Vgl. Schach und Schäfer 1978, S. 165. Beachte auch Schönfeld 1971, S. 106. Siehe Satz
2.2.14.

6Pestman 1998, S. 30, Theorem I.6.2.
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2 Fehler-in-den-Variablen-Modell

und7

V(Y|X=x) = (1− %2
X,Y ) · σ2

Y .

Hierbei ist %2
X,Y der Korrelationskoeffizient von X und Y und σ2

X die Varianz
von X.

Seien x1, . . . , xn fest gegebene Realisationen von X, die sich auch bei
wiederholter Stichprobenziehung nicht ändern, aber nicht beobachtet werden
können und Yx1 , . . . , Yxn stochastisch unabhängige Zufallsvariablen, deren
Verteilung die bedingte Verteilung von Y unter X = xi ist, also

Yxi ∼ N(α+ β · xi, σ2
ε) .

Die Fehler der abhängigen Variable sind

Exi := Yxi − (α+ β · xi)

für i = 1, . . . , n. Es gilt Exi ∼ N(0, σ2
ε) mit σ2

ε = (1 − %2
X,Y ) · σ2

Y und
Ex1 , . . . , Exn sind stochastisch unabhängig.8 Es fehlen noch die Fehler der
unabhängigen Variable: Seien Dx1 , . . . , Dxn stochastisch unabhängige Zu-
fallsvariablen definiert auf den Messräumen von X mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Dx1 , . . . , Dxn , Ex1 , . . . , Exn sind stochastisch unabhängig.

2. Dxi ∼ N(0, σ2
δ ) mit σ2

δ := (1− %2
X,Y ) · σ2

X für i = 1, . . . , n.

Die spezielle Wahl der Varianz der Verteilung, σ2
δ garantiert die Symmetrie

des funktionalen Modells.

Es fehlen nun noch die fehlerbehafteten beobachteten Werte der un-
abhängigen Variable. Sei Vxi := xi + Dxi für i = 1, . . . , n. Es gilt Vxi ∼
N(xi, σ

2
δ ).

9 Damit liegt das funktionale Modell vor:

7Fisz 1989, S. 192, (5.11.5). Vgl. Pestman 1998, S. 479, Aufgabe 17.
8Vgl. Bruchlos 2015, S. 90, Lemma 1.
9Pestman 1998, S. 30, Theorem I.6.1 (i).
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2.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle

Definition 2.2.1:10 Das Modell

(X,Y ) zweidimensionale Zufallsvariable
x1, . . . , xn fehlerfreie Werte der Zufallsvariable X
y1, . . . , yn beobachtete Realisationen von Yx1 , . . . , Yxn

Vxi := xi +Dxi Zufallsvariable beobachteter Werte von X
v1, . . . , vn beobachtete Realisationen von Vx1 , . . . , Vxn

Yxi = α+ β · xi + Exi Regressionsgleichungen
y = α̂+ β̂ · v Regressionsfunktion

η = E(Y |X = x) = α+ β · x „wahrer“ Zusammenhang
Yxi ∼ N(α+ β · xi, σ2

ε)

Exi ∼ N(0, σ2
ε)

Dxi ∼ N(0, σ2
δ )

Dx1 , . . . , Dxn , Ex1 , . . . , Exn stochastisch unabhängig

heißt funktionales Modell.

Bemerkung 2.2.2: v1, . . . , vn entspricht im Modell der linearen Regressi-
onsrechnung ξ1, . . . , ξn.

Die normale Regressionsanalyse ist ein Spezialfall des funktionalen Mo-
dells:
Lemma 2.2.3:11 Setzen wir im funktionalen Modell Dxi ≡ 0, dann liegt das
normale Regressionsmodell vor.

Für das strukturelle Modell seien die Zufallsvariablen X1, . . . , Xn, defi-
niert auf den Messräumen von X, normalverteilt, genauer12

Xi ∼ N(xi, σ
2
δ/2), i = 1, . . . , n .

Die stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen D̃x1 , . . . , D̃xn seien die Fehler
der unabhängigen Variable, definiert auf den Messräumen von X, mit den
folgenden Eigenschaften:

1. D̃x1 , . . . , D̃xn , Ex1 , . . . , Exn sind stochastisch unabhängig.

2. D̃xi , Xi sind für i = 1, . . . , n stochastisch unabhängig.13

10Bruchlos 2015, S. 90 f., Lemma 2 (ii). Vgl. Kendall und Stuart 1979, S. 407 f.; Schach
und Schäfer 1978, S. 152 f.

11Bruchlos 2015, S. 90 f., Lemma 2 (iii).
12Die spezielle Wahl der Varianz der Verteilung, σ2

δ/2 garantiert die Symmetrie des
strukturellen Modells.

13Dies wird gefordert, damitWxi entsprechend normalverteilt ist. Die Forderung der sto-
chastischen Unabhängigkeit entspricht dem nicht systematischen , dem zufälligen Fehler.
Vgl. Fuller 1987, S. 3, (1.1.3).
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2 Fehler-in-den-Variablen-Modell

3. D̃xi ∼ N(0, σ2
δ/2) für i = 1, . . . , n.14

Sei nun noch Wxi := Xi + D̃xi . Es gilt Wxi ∼ N(xi, σ
2
δ ).

15

Definition 2.2.4:16 Das Modell

(X,Y ) zweidimensionale Zufallsvariable
x1, . . . , xn fehlerfreie Werte der Zufallsvariable X
y1, . . . , yn beobachtete Realisationen von Yx1 , . . . , Yxn

Wxi := Xi + D̃xi Zufallsvariable beobachteter Werte von X
w1, . . . , wn beobachtete Realisationen von Wx1 , . . . ,Wxn

Yxi = α+ β · xi + Exi Regressionsgleichungen
y = α̂+ β̂ · w Regressionsfunktion

η = E(Y |X = x) = α+ β · x „wahrer“ Zusammenhang
Yxi ∼ N(α+ β · xi, σ2

ε)

Xi ∼ N(xi, σ
2
δ/2)

Exi ∼ N(0, σ2
ε)

D̃xi ∼ N(0, σ2
δ/2)

D̃x1 , . . . , D̃xn , Ex1 , . . . , Exn stochastisch unabhängig
D̃x1 , . . . , D̃xn , X1, . . . , Xn stochastisch unabhängig

heißt ultra-strukturelles Modell.17 Gilt Xi ∼ N(µ, σ2
δ/2), µ ∈ R für

i = 1, . . . , n, dann liegt das strukturelle Modell vor.18

Bemerkung 2.2.5: (i) Für die Namen der Modelle bietet sich folgende
Eselsbrücke an: Strukturell wie stochastische, funktional wie fest.19

(ii) w1, . . . , wn entspricht im Modell der linearen Regressionsrechnung ξ1, . . . ,
ξn.
(iii) Die Darstellung des strukturellen Modells ändert sich gegenüber der des
ultra-strukturellen an drei Stellen:

Yxi = α+ β · µ+ Exi Regressionsgleichungen
Yxi ∼ N(α+ β · µ, σ2

ε)

Xi ∼ N(µ, σ2
δ/2)

14Die spezielle Wahl der Varianz der Verteilung, σ2
δ/2 garantiert die Symmetrie des

strukturellen Modells.
15Pestman 1998, S. 34, Theorem I.6.6.
16Vgl. Kendall und Stuart 1979, S. 400 f., S. 403; Schach und Schäfer 1978, S. 152 f., S.

155.
17Dolby 1976, S. 39 f. Vgl. Kendall und Stuart 1979, S. 407.
18Vgl. Kendall und Stuart 1979, S. 400 f., S. 403; Schach und Schäfer 1978, S. 152 f., S.

155; Fuller 1987, S. 1 ff.,insbesondere (1.1.1), (1.1.2) und (1.1.3).
19Vgl. Fuller 1987, S. 2.
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2.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle

(iv) Die Regressionsfunktion im funktionalen und ultra-strukturellen Modell,
also y = α̂ + β̂ · v und y = α̂ + β̂ · w unterscheiden sich von der Regressi-
onsfunktion y = a + b · x im gewöhnlichen Fall in drei Punkten: Wir haben
noch keine Schätzer vorliegen, d.h. die Vorgehensweise ist genau umgekehrt:
Es gibt keine in der Praxis bewährten Schätzer, die auf ihre wahrscheinlich-
keitstheoretischen Aussagen hin untersucht werden. Die Regressionfunktion
unterscheidet sich jetzt in beiden Variablen von dem „wahren“ Zusammen-
hang η = α+ β · x und die Regressionfunktion hat eine andere unabhängige
Variable als die Regressionsgleichungen Yxi = α + β · xi + Exi . Hier deutet
sich die Schwierigkeit der Schätzung an.

(v) Eine übliche Darstellung des FVM, hier für das stukturelle Modell ist:20

Yxi = α+ β · xi + Exi Wxi = Xi + D̃xi

Xi ∼ N(µ, σ2
x)

Exi ∼ N(0, σ2
ε) D̃xi ∼ N(0, σ2

δ )

D̃xi , Exi , Xi stochastisch unabhängig

Das Grundmodell wird nicht erwähnt, die Zufallsvariablen der Fehler wer-
den nicht hergeleitet, die Regressionsfunktion nicht angegeben. Insbesondere
fallen dadurch Zusammenhänge der Varianzen der Fehler nicht auf und die
unterschiedliche Variable der Regressionsfunktion und der Regressionsglei-
chungen. Die Darstellung des funktionalen Modells fällt noch spartanischer
aus.21

Ein wesentlicher Vorteil der beiden Fehler-in-den-Variablen-Modelle ist,
dass die Regressiongerade grundsätzlich symmetrisch geschätzt werden kann,
d.h. das bei der Regression von y auf v bzw. w die entsprechende Regressi-
onsgerade (Regressionsfunktion) vorliegt wie bei der Regression von v bzw.
w auf y.22 Dies liegt daran, dass beide Variablen nicht fehlerfrei beobachtet
werden. Bei entsprechenden Schätzern kommt es also nicht mehr darauf an,
ob v bzw. w die unabhängige Variable ist und y die abhängige oder umge-
kehrt. Welche Eigenschaft müssen die Schätzer dafür erfüllen?

Analog dem linearen Zusammenhang η = α + β · x in der Regressions-
rechnung gilt im FVM

η = α+ β · x

im x-η-Koordinatensystem. Für die Symmetrie muss im η-x-Koordinatensy-
stem

x = −α
β

+
1

β
· η

20Fuller 1987, S. 13 oder S. 30. Vgl. Schach und Schäfer 1978, S. 152, S. 155; Kendall
und Stuart 1979, S. 400, S.403.

21Vgl. Schach und Schäfer 1978, S. 152, S. 163; Kendall und Stuart 1979, S. 407 f.
22Vgl. Fuller 1987, S. 30.
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2 Fehler-in-den-Variablen-Modell

sein. Sind ã, b̃ die Schätzer für α, β und ǎ, b̌ die Schätzer für −α
β ,

1
β , dann ist

das FVM bezüglich dieser Schätzer genau dann symmetrisch, wenn

b̌ =
1

b̃
und ǎ = − ã

b̃

gilt.23 Diese Eigenschaft ist bei den Schätzern zu überprüfen.
Ist ã := ȳ − b̃ · w̄, dann gilt wegen

ǎ = − ã
b̃

= − ȳ − b̃ · w̄
b̃

= w̄ − 1

b̃
· ȳ

insbesondere das
Lemma 2.2.6: Ist ã := ȳ− b̃ · w̄ bzw. ã := ȳ− b̃ · v̄, dann ist das FVM genau
dann symmetrisch, wenn b̌ = 1

b̃
ist.

Im Gegensatz zum hiesigen Vorgehen werden oft das funktionale und das
strukturelle Modell zunächst ohne Verteilungsannahme definiert, um zu zei-
gen, dass die KQ-Schätzer ohne jede Verteilungsannahme nicht konsistent
sind.24 Für alle weiteren Aussagen ist dann aber die Normalverteilungsan-
nahme von Nöten.

Ziel der beiden nächsten Abschnitte ist die Bestimmung der Regressions-
funktion

y = α̂+ β̂ · v bzw. y = α̂+ β̂ · w ,

also die Schätzung von α und β mit Hilfe der beobachtetenWerte (v1, y1), . . . ,
(vn, yn) im funktionalen Modell bzw. (w1, y1), . . . , (wn, yn) im (ultra-)struk-
turellen Modell.

2.2.1 KQ-Schätzer

Für die Schätzung von α und β bietet sich zunächst der KQ-Schätzer der
gewöhnlichen Regressionsrechnung an, vergleiche Abschnitt 1.1. Mit Blick
auf Bemerkung 1.3.2 wird nicht die Erwartungstreue betrachtet, sondern die
Konsistenz:
Satz 2.2.7:25 Im strukturellen Modell konvergiert der KQ-Schätzer b für
n→∞ P -fast sicher gegen

β ·
σ2
δ/2

σ2
δ/2 + σ2

δ/2
=
β

2
.

Die KQ-Schätzer b und a sind also keine konsistenten Schätzer für β und α.
23Vgl. Schach und Schäfer 1978, S. 159 f., Fußnote +).
24Vgl. Schach und Schäfer 1978, S. 155; Kendall und Stuart 1979, S. 402 f.;Miller 1996,

S. 205.
25Madansky 1959, S. 177; Gujarati 1988, S. 418, (13.6.10); Schach und Schäfer 1978, S.

155; Miller 1996, S. 205; Fuller 1987, S. 3, (1.1.6). Zur Aussage bezüglich des KQ-Schätzers
a beachte Georgii 2004, S. 210, Satz 7.19. a und b werden mit (wi, yi) berechnet.
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2.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle

Bemerkung 2.2.8: Die Darstellung der Konvergenz in Satz 2.2.7 ist in der
Literatur allgemeiner:

β · σ2
x

σ2
x + σ2

d

Hierbei ist σ2
x := V(Xi) und σ2

d := V(D̃xi). Die Darstellung in Satz 2.2.7 ist
eine Folge der Konstruktion von Wxi .

Korollar 2.2.9:26 Im funktionalen Modell sind die KQ-Schätzer b und a
keine konsistenten Schätzer für β und α.

Bemerkung 2.2.10: Die Schätzer a und b liefern natürlich weiterhin kein
symmetrisches FVM - siehe den Schluss von Abschnitt 1.1.

2.2.2 ML-Schätzer

Satz 1.3.8 legt es nahe, als nächste Schätzmethode Maximum-Likelihood zu
betrachten. Für die ML-Methode benötigen wir einen Verteilungstyp. Eben-
falls mit Blick auf Satz 1.3.8 bietet sich als Verteilungstyp die Normalver-
teilung an. Entsprechend sind das strukturelle und das funktionale Modell
definiert. Als Qualitätsmerkmal versuchen wir Konsistenz zu zeigen und nicht
Erwartungstreue - vergleiche Bemerkung 1.3.2.

Die folgende Aussage schränkt die Modellauswahl deutlich ein:

Satz 2.2.11:27 Im ultra-strukturellen Modell sind die ML-Schätzer für α und
β nicht konsistent. Dies ändert sich auch nicht, wenn σ2

δ bekannt ist.

Ein konsistenter Schätzer ist derzeit nur für den Spezialfall, das struktu-
relle Modell bekannt. Die Bedingung Xi ∼ N(µ, σδ), µ ∈ R für i = 1, . . . , n
bedeutet, dass es nur einen „wahren“ Wert gibt, µ und die Messwerte um ihn
herum streuen. Dies trifft nur für sehr spezielle Beispiel zu.28 Trotzdem wird
in der Regel nur das strukturelle Modell in der Literatur betrachtet.

Im funktionalen wie strukturellen Modell existiert der ML-Schätzer für α
oder β im Allgemeinen nicht. Es bedarf in beiden Modellen einer weiteren In-
formation, um den ML-Schätzer berechnen zu können, etwa der Information,
dass der Quotient der Fehlervarianzen λ bzw. λ̃ bekannt ist.

2.2.2.1 Strukturelles Modell

Bei der Berechnung der ML-Schätzer für α und β tritt das Problem auf,
dass fünf Gleichungen mit sechs Unbekannten eindeutig gelöst werden sollen.
Deshalb gilt

26a und b werden mit (vi, yi) berechnet.
27Dolby 1976, S. 43.
28Vgl. Fuller 1987, S. 34; Madansky 1959, S. 198. Beachte Schach und Schäfer 1978, S.

156 f.
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2 Fehler-in-den-Variablen-Modell

Satz 2.2.12:29 Im strukturellen Modell existieren die ML-Schätzer für α und
β im Allgemeinen nicht.

Setzen wir voraus, dass

λ̃ :=
2 · σ2

ε

σ2
δ

bekannt ist, so gibt es zunächst eine Einschränkung (überbestimmtes Glei-
chungssystem):
Satz 2.2.13:30 Ist im strukturellen Modell λ̃ bekannt und α = 0, so existiert
der ML-Schätzer für β nicht.
Liegt aber keine Ursprungsgerade vor, dann gilt
Satz 2.2.14:31 Ist im strukturellen Modell λ̃ bekannt und α 6= 0, so sind

b̃ := θ +

√
θ2 + λ̃

mit

θ :=

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 − λ̃ ·
n∑
i=1

(wi − w̄)2

2 ·
n∑
i=1

(yi − ȳ) · (wi − w̄)

und
ã := ȳ − b̃ · w̄

die konsistenten ML-Schätzer für β und α, wenn der Schätzer der Kovarianz
von W und Y , also die empirische Kovarianz sW,Y ungleich Null ist. Hierbei
ist ȳ bzw. w̄ das arithmetische Mittel von y1, . . . , yn bzw. w1, . . . , wn. Gilt
sW,Y = 0, so ist b̃ = 0. ã und b̃ sind auch die Momentmethodenschätzer
für α und β.32 Mit diesen beiden Schätzern für α und β ist das strukturelle
Modell symmetrisch.33

Bemerkung 2.2.15: (i) Es gibt verschiedene Darstellungen des ML-Schät-
zers für β aus Satz 2.2.14. Allerdings gibt es auch fehlerhafte Formeln, wobei
bei Miller 1996, S. 208 ein uralter Fehler wieder auftaucht.34

(ii) Die Regressionsgerade, die mit den Schätzern aus Satz 2.2.14 berechnet
wird und auch als strukturelle Gerade bezeichnet, liegt zwischen den mit
KQ-Schätzern bestimmten Regressionsgeraden von w auf y und von y auf
w. Der Schnittpunkt aller drei Gerade ist (w̄, ȳ):35

29Miller 1996, S. 206 f.; Schach und Schäfer 1978, S. 157. Vgl. Kendall und Stuart 1979,
S. 404.

30Creasy 1956, S. 69.
31Kendall und Stuart 1979, S. 405, S. 410 f.; Schach und Schäfer 1978, S. 158 f. Vgl.

Hartung [u.a.] 2009, S. 603; Fuller 1987, S. 31 f. Zur Darstellung vergleiche Miller 1996,
S. 208

32Fuller 1987, S. 31; Miller 1996, S. 209..
33Vgl. Schach und Schäfer 1978, S. 160, Fußnote +). Beachte Lemma 2.2.6.
34Vgl. Kendall und Stuart 1979, S. 405; Schach und Schäfer 1978, S. 158, Fußnote +).
35Schach und Schäfer 1978, S. 159ff. In der Notation von Schach, Schäfer entspricht x
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2.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle

Die Regressionsgeraden von w auf y und von y auf w sind obere und untere
Schranke für die strukturelle Gerade. Schach und Schäfer 1978 gibt auf Seite
160 eine Abschätzung an, wie weit die Geraden aus einander liegen.

Für Ursprungsgeraden gilt

Satz 2.2.16:36 Ist im strukturellen Modell α = 0, so ist der ML-Schätzer
für β

b̃ :=
ȳ

w̄
.

Mit diesem Schätzer ist das strukturelle Modell symmetrisch.

Satz 2.2.17:37 Ist im strukturellen Modell σ2
ε bekannt und α 6= 0, so sind

b̃ :=

n∑
i=1

y2
i − n · ȳ2 − (n− 1) · σ2

ε

n∑
i=1

wi · yi − n · w̄ · ȳ

und

ã := ȳ − b̃ · w̄

die konsistenten ML-Schätzer für α und β.

hier w und ξ hier x. Vgl. Motulsky und Christopoulos 2004, S. 50. Vgl. auch Casella und
Berger 2002, S. 583 unter Beachtung von Bemerkung 2.3.4.

36Miller 1996, S. 211. Beachte Kendall und Stuart 1979, S. 403, (29.19)
37Kendall und Stuart 1979, S. 405, S. 410f; Fuller 1987, S. 14 f. Vgl. Hartung [u.a.] 2009,

S. 602 f.
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2 Fehler-in-den-Variablen-Modell

Satz 2.2.18:38 Ist im strukturellen Modell σ2
δ bekannt und α 6= 0, so sind

b̃ :=

n∑
i=1

wi · yi − n · w̄ · ȳ
n∑
i=1

w2
i − n · w̄2 − (n− 1) · σ2

δ/2

und
ã := ȳ − b̃ · w̄

die konsistenten ML-Schätzer für α und β.

Bemerkung 2.2.19: (i) Ist im strukturellen Modell entweder σ2
ε oder σ2

δ

bekannt, so stellt sich die Frage, ob es überhaupt sinnvoll ist, die Symmetrie
zu betrachten, da nur von einer Variablen die Fehlervarianz bekannt ist.
Fragen wir trotzdem nach der Symmetrie, dann zeigt das folgende Beispiel
für Satz 2.2.17, dass die ML-Schätzer für α und β asymmetrisch sind:
Wir betrachten den „Idealgewicht-Index“39

m = 0, 9 · l − 100 ,

wobei das Idealgewichtm in Kilogramm angegeben wird und die Körpergröße
l in Zentimetern. Ohne Messfehler bedeutet dies („die Wahrheit“):

Körpergröße xi 195 163 178

Idealgewicht ηi 75, 5 46, 7 60, 2

Die Schätzer sind natürlich ã = −100 und b̃ = 0, 9 sowie ǎ = 111, 1̄ und
b̌ = 1, 1̄, womit Symmetrie vorliegt . – Für die mit Fehlern gemessenen
Werte

Körpergröße wi 196 162 180

Idealgewicht yi 76, 3 46, 6 59, 6

wobei σ2
ε = 0, 71 gerundet ist, ergeben sich die gerundeten Schätzer b̃ =

0, 877 und b̌ = 1, 146. Da b̌−1 = 0, 872 ist, sind die Regressionsgeraden nicht
symmetrisch.
Ein entsprechendes Beispiel zeigt, dass die ML-Schätzer für α und β des
Satzes 2.2.18 auch asymmetrisch sind.

(ii) Sind σ2
ε und σ2

δ bekannt, so können ML-Schätzer für α und β unter
bestimmten Bedingungen vorliegen. Vergleiche Kendall und Stuart 1979, S.
405 f.

38Kendall und Stuart 1979, S. 405, S. 410f. Vgl. Hartung [u.a.] 2009, S. 601.
39Dieser Index ist angelehnt an den Broca-Index unter Berücksichtigung der unteren

Grenze des Bereiches des Normalgewichtes von 18,5 des Body-Mass-Indexes.
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2.2 Wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle

2.2.2.2 Funktionales Modell

Beim strukturellen Modell tritt bei der Berechnung der ML-Schätzer für
α und β das Problem des unterbestimmten Gleichungssystems auf. Dieses
Problem konnte durch zusätzliche Annahmen behoben werden. Ein ähnliches
Problem tritt jetzt bei der Berechnung der ML-Schätzer im funktionalen Mo-
dell auf: Sie lassen sich ohne eine zusätzliche Annahme nicht berechnen, da
die Likelihood-Funktion kein lokales Maximum, sondern einen Sattelpunkt
hat.40 In der Literatur wird nun nur die zusätzliche Annahme, dass

λ :=
σ2
ε

σ2
δ

bekannt ist, angeführt. Ist dies die einzige Möglichkeit, die ML-Schätzer im
funktionalen Modell zu berechnen?
Satz 2.2.20:41 Ist im funktionalen Modell λ bekannt, so sind

b̃ := θ +
√
θ2 + λ

mit

θ :=

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 − λ ·
n∑
i=1

(vi − v̄)2

2 ·
n∑
i=1

(yi − ȳ) · (vi − v̄)

und
ã := ȳ − b̃ · v̄

die konsistenten ML-Schätzer für β und α, wenn der Schätzer der Kovarianz
von V und Y , also die empirische Kovarianz sV,Y ungleich Null ist. Hier-
bei ist ȳ bzw. v̄ das arithmetische Mittel von y1, . . . , yn bzw. v1, . . . , vn ist.
Mit diesen beiden Schätzern für α und β ist das funktionale Modell symme-
trisch.42

Bemerkung 2.2.21: (i) Das funktionale Modell wird in der Literatur selten
behandelt. In dem Buch von Fuller wird der Satz 2.2.20 nicht erwähnt, es wird
nur festgestellt, dass im Mehrdimensionalen die ML-Schätzung nicht zum
Ziel führt, S. 103 f. Selbst im Hartung wird der funktionale Fall nicht betrach-
tet. Bemerkenswert ist hierbei, dass im Abschnitt „Regression bei Fehlern in
den Variablen“ im Gegensatz zur gewöhnlichen Regression kein wahrschein-
lichkeitstheoretisches Modell angegeben wird. Damit wird auch nicht die
schwere Einschränkung im strukturellen Modell, also Xi ∼ N(µ, σδ), µ ∈ R
für i = 1, . . . , n angeführt.

40Kendall und Stuart 1979, S. 407 f.; Dolby 1976, S. 43; Schach und Schäfer 1978, S.
165.

41Kendall und Stuart 1979, S. 410 f.; Schach und Schäfer 1978, S. 167 f.
42Vgl. Schach und Schäfer 1978, S. 160, Fußnote +). Beachte Lemma 2.2.6.
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2 Fehler-in-den-Variablen-Modell

(ii) Da bei gegebener Stichprobe die Schätzer von Satz 2.2.14 und von Satz
2.2.20 identisch sind, liegt die funktionale Gerade natürlich auch zwischen
den mit KQ-Schätzern bestimmten Regressionsgeraden von v auf y und von
y auf v.

2.2.3 Bewertung der Modelle

Wie Lemma 2.2.3 zu entnehmen ist, ist das funktionale Modell die Ver-
allgemeinerung des gewöhnlichen Regressionsmodells und schon aus diesem
Grund dem strukturellen vorzuziehen. Das strukturelle Modell kann auch
von der ursprünglichen Optimierungsaufgabe her keine Verallgemeinerung
des gewöhnlichen Regressionsmodells sein, da der Definitionsbereich der Re-
gressionsfunktion, also die Werte für X, nur eine Zahl, nämlich µ beinhaltet.
Im Falle des gewöhnlichen Regressionsmodells sowie des funktionalen Mo-
dells besteht der Definitionsbereich aus einem reellen Intervall.

Wie sehen Anwendungen zum strukturellen Modell aus? Es darf nur eine
„wahre“ Merkmalsausprägung für X geben. Madansky führt das Beispiel der
Durchschlagskraft von Artilleriegranaten an,43 Fuller das Beispiel des Be-
standes an Fasanhennen in Iowa,44 mithin sehr spezielle Anwendungen. Die
Anzahl der Einsatzmöglichkeiten des strukturellen Modells ist sehr klein. Zu
bevorzugen wäre das ultra-strukturelle Modell, zu dem aber keine Schätzer
bekannt sind, vergleiche Satz 2.2.11.

Im funktionalen wie strukturellen Modell liegen nur dann Schätzer vor,
wenn eine weitere Eigenschaft des Modells bekannt ist. Im strukturellen Mo-
dell gibt es Schätzer bei folgenden Zusatzinformationen:

1. Der Quotient der Fehlervarianzen λ̃ ist bekannt, vergleiche Satz 2.2.14.

2. Es handelt sich um eine Ursprungsgerade, d.h. es ist α = 0, vergleiche
Satz 2.2.16.

3. Die Fehlervarianz σ2
ε ist bekannt, vergleiche Satz 2.2.17.

4. Die Fehlervarianz σ2
δ ist bekannt, vergleiche Satz 2.2.18.

Im funktionalen Modell gibt es Schätzer bei folgender Zusatzinformation:

1. Der Quotient der Fehlervarianzen λ ist bekannt, vergleiche Satz 2.2.20.

Ob es sich bei einer konkreten Anwendung um eine Ursprungsgerade
handelt, wird in aller Regel bekannt sein. Oft wird auch der Quotient der
Fehlervarianzen λ bzw. λ̃ vorliegen45 und zwar mit dem Wert 1. Dieser Fall

43Madansky 1959, S. 198.
44Fuller 1987, S. 34.
45Kendall und Stuart 1979 schreiben dazu auf Seite 405: This is the classical method of

resolving the identifiability problem.
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2.3 Regression nach Kummell

tritt immer dann auf, wenn beide Merkmale auf die gleiche Art erhoben, ge-
messen werden. Aber woher soll die Fehlervarianz σ2

δ oder σ2
ε der unabhän-

gigen oder abhängigen Variable bekannt sein? Mir liegt dafür kein Beispiel
vor. Fuller schlägt die Schätzung der Fehlervarianz — dies ist natürlich nicht
die Kenntnis derselbigen — aus einer großen Zahl unabhängig wiederholter
Messungen vor.46

Das FVM ermöglicht grundsätzlich die symmetrische Schätzung der Re-
gressionsgeraden. Warum ist dies von Vorteil? Es kommt immer wieder vor,
dass zwischen zwei Merkmalen X und Y ein linearer Zusammenhang besteht
oder vermutet wird, aber keine Wirkungsweise des einen Merkmals auf das
andere vorliegt, d.h. nicht von einer erklärenden (unabhängigen) und einer
erklärten (abhängigen) Variable gesprochen werden kann. Bei den beiden
Merkmalen „Düngemittelmenge“ und „Weizenernteertrag“ liegt eine eindeu-
tige Wirkungsweise vor: Die Menge an Düngemittel beeinflusst die geerntete
Menge an Weizen. Bei den Merkmalen „Körpergewicht“ und „Körpergröße“
des Menschen ist keine Wirkungsweise gegeben.

Liegt keine Wirkungsweise zwischen den Merkmalen X und Y vor und
besteht nicht die Möglichkeit einer symmetrischen Schätzung, dann hängt
das Ergebnis der Regressionsanalyse davon ab, welches Merkmal als unab-
hängige Variable herangezogen wird. Somit liefert die Regressionsanalyse
kein befriedigendes Ergebnis.

Wie oft der Fall, dass keine Wirkungsweise gegeben ist, im Verhältnis
zum Fall, dass die Wirkungsweise vorliegt, auftritt, ist schwer zu beurteilen.
Es gibt diverse Beispiele, in denen keine Wirkungsweise vorliegt, womit die
symmetrische Schätzung von Interesse ist und nicht vernachlässigt werden
darf.

2.3 Regression nach Kummell

Die Schätzer für α und β der Sätze 2.2.14 und 2.2.20 hat Kummell 1879
bereits vorgeschlagen. 47 Allerdings erfolgt die Herleitung auf eine ganz an-
dere Art, nämlich mit Hilfe des Taylorpolynoms.48 Bezeichnender Weise er-
gibt sich auch bei dieser Vorgehensweise ein unterbestimmtes Gleichungssys-
tem.49

Die Regression nach Kummell wird in einigen Naturwissenschaften als
Deming-Regression bezeichnet,50 obwohl dies wenig zutreffend ist. Denn
Deming 1948 beschäftigt sich mit der Ausgleichsrechnung meist unter Ver-

46Fuller 1987, S. 13 f.
47Kummell 1879, S. 101, Gleichung (f) ist der Schätzer für α, Gleichung (h) und folgende

Ausführungen der Schätzer für β.
48Kummell 1879, S. 98. Beachte Deming 1948, S. 38, Gleichung (4).
49Kummell 1879, S. 100: „Unless we make a certain assumption with regard to the

weights of observed quantities, we cannot solve, by a direct process, even these eq’ns.“
50Vgl. Motulsky und Christopoulos 2004, S. 50; Linnet 1998.
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2 Fehler-in-den-Variablen-Modell

wendung der Methode der kleinsten Quadrate51 und führt die Regression
nach Kummell nur nebenbei mit Verweis auf ihn an.52

Warum die Forschung der 1940er Jahre die Ergebnisse von Kummell nicht
berücksichtigt hat, auf die ja Deming hinweist, ist mir unverständlich. Vor
allem beim funktionalen Modell wären schneller Ergebnisse erzielt worden.

Die orthogonale Regression ist ein Spezialfall53 der Regression nach Kum-
mell:
Definition 2.3.1:54 Sei das Modell der linearen Regressionsrechnung mit der
Regressionsfunktion y = α̂+ β̂ · ξ gegeben. Verwenden wir zur Bestimmung
der Regressionsfunktion den quadrierten euklidischen Abstand, also55

n∑
i=1

(yi − α̂− β̂ · xi)2 + (ξi − xi)2 → min! ,

dann liegt die Methode der orthogonalen Regression vor.

Bemerkung 2.3.2: (i) Der euklidische Abstand eines Punktes zu einer Ge-
raden ist der kürzester Abstand dieses Punktes zur Geraden. Die Strecke,
die durch den kürzesten Abstand festgelegt ist, steht senkrecht (orthogonal)
auf der Regressionsgeraden.56

(ii) Worin besteht der Unterschied zwischen der KQ-Methode und der Me-
thode der orthogonalen Regression? Die KQ-Methode minmiert den Abstand
nur bezüglich der y-Achse, die Methode der orthogonalen Regression bezüg-
lich beider Achsen.

Satz 2.3.3:57 Die Methode der orthogonalen Regression führt zu den Schät-
zern

b̂ := θ +
√
θ2 + 1

mit

θ :=

n∑
i=1

(yi − ȳ)2 −
n∑
i=1

(ξi − ξ̄)2

2 ·
n∑
i=1

(yi − ȳ) · (ξi − ξ̄)

und
â := ȳ − b̃ · v̄

51Deming 1948, S. iii.
52Deming 1948, S. 184.
53Beachte Bemerkung 2.3.4.
54Cramér 1946, S. 275. Vgl. Sachs 2004, S. 508.
55Madansky 1959, S. 37, (1.3.14); Casella und Berger 2002, S. 582.
56Casella und Berger 2002, S. 581.
57Fuller 1987, S. 38, (1.3.21), (1.3.27). Bei der Angabe der Bedingungen zu Gleichung

(1.3.27) liegt ein Fehler vor. Es muss σee = σuu heißen. Casella und Berger 2002, S. 582.
Vgl. Sachs 2004, S. 508.
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2.3 Regression nach Kummell

Bemerkung 2.3.4: Die Schätzer der orthogonalen Regression entsprechen
denen im Satz 2.2.14 (strukturelles Modell) mit λ̃ = 1 und denen im Satz
2.2.20 (funktionales Modell) mit λ = 1. Diesen Spezialfall führt bereits Kum-
mell mit Verweis auf Adcock an.58

Die orthogonale Regression ist der Ausgangspunkt, um auf eine dritte
Weise die Schätzer der Sätze 2.2.14 und 2.2.20 (für beliebige λ̃, λ) herzuleiten.
Glaister 2001 zeigt dies auf den Seiten 105 f.59

58Kummell 1879, S. 101 f.
59Beachte, dass bei Glaister 2001 µ = 1/λ ist.
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3 Skalierungsunabhängigkeit

Betrachten wir das Merkmal X Körpergröße und das Merkmal Y Körperge-
wicht beim Menschen und gehen einmal davon aus, dass es zwischen diesen
beiden Merkmalen den linearen Zusammenhang

η = f(x) = α+ β · x

gibt, dann wäre es für die Schätzung der Regressionsgeraden fatal, wenn
die Schätzung davon abhängt, ob Körpergröße in Zentimetern oder Metern
angegeben wird beziehungsweise Gewicht in Kilogramm oder Gramm.

Wie wirkt sich eine Änderung der Skalierung überhaupt auf einen linearen
Zusammenhang aus? Nehmen wir an, die Körpergröße wird nicht mehr in
Metern, sondern in Zentimetern angegeben. Dies führt zu der Geraden

f̌(x) = α+ β̌ · x ,

die denselben Ordinatenabschnitt wie f(x) hat, aber um das 100fache flacher
verläuft. Damit der lineare Zusammenhang unverändert bleibt, muss also

β̌ =
1

100
· β

gelten. – Wird andererseits das Körpergewicht nicht in Kilogramm, sondern
in Gramm angegeben, so führt dies zu

1000 · f(x) = 1000 · (α+ β · x) .

Das heißt, dass die Gerade f(x) nur an die Änderung der Skalierung der
Ordinatenachse angepasst wird, entsprechend verschoben wird, an sich aber
erhalten bleibt.

Die Änderung der Skalierung ist also auf folgende Weise zu berücksichti-
gen, damit der gleiche lineare Zusammenhang vorliegt: Sei für

f(x) = α+ β · x

x in der Einheit Λ angegeben und f(x) in der Einheit Θ. Wird nun x̌ in der
Einheit p · Λ angegeben und f̌(x̌) in der Einheit q · Θ, wobei p, q ∈ R\{0}
sind, dann gilt

f̌(x̌) = q · α+
q

p
· β · x̌ .
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Ändern die Schätzer sich entsprechend, dann spielt die Skalierung einer Ein-
heit bei der Schätzung keine Rolle:
Definition 3.0.1: Sei die Regressionsfunktion y = f(ξ) = α̂+ β̂ ·ξ gegeben1,
wobei ξ in der Einheit Λ und f(ξ) in der Einheit Θ vorliegt.
(i) fp(ξ̌) = α̂p + β̂p · ξ̌ sei die Regressionsfunktion, bei der ξ̌ in der Einheit
p · Λ, p ∈ R\{0} angegeben ist. Die Regressionsfunktion f(ξ) heißt unab-
hängig von der Skalierung bezüglich ξ, wenn fp(ξ) = α̂+ 1

p · β̂ · ξ̌ gilt.

(ii) fq(ξ) = α̂q + β̂q · ξ ist die Regressionsfunktion, bei der fq(ξ) in der
Einheit q · Θ, q ∈ R\{0} angegeben ist. Die Regressionsfunktion f(ξ) heißt
unabhängig von der Skalierung bezüglich f(ξ), wenn q · f(ξ) = fq(ξ)
gilt.

Bemerkung 3.0.2: (i) Die Schätzer α̂, β̂, α̂p, β̂p, α̂q, β̂q in Definition 3.0.1
werden auf dieselbe Art berechnet.
(ii) Die „Einheit“ ist die Dimension der Skala, in der das Merkmal gemessen
wird. Das können physikalische Einheiten sein wie Meter oder Milliampere,
aber auch ökonomische wie Arbeitslosenzahl in Tausend oder Eurocent. Das
Merkmal kann in aller Regel in verschiedenen Einheiten gemessen werden,
die ineinander umgerechnet werden können. Betrachten wir zum Beispiel das
Merkmal „Zeitspanne“ , dann kann dieses in den Einheiten Jahr oder Sekunde
gemessen werden.
(iii) Was bedeutet eine Änderung der Skalierung der Einheit? Hat ξ die
Einheit p · Λ, so hat 1

p · ξ die Einheit Λ. Hat beispielsweise ξ die Einheit
Zentimeter (= 100 · Meter), so hat 1

100 · ξ die Einheit Meter. Entsprechendes
gilt für f(ξ).

Lemma 3.0.3: Die Regressionsfunktion y = a + b · x bzw. y = a + b · ξ
der Regressionrechnung mit KQ-Schätzern ist unabhängig von der Skalierung
bezüglich x bzw. ξ und y.
Beweis: Sei x̌ := p · x, y̌ := q · y und y̌ = ǎ+ b̌ · x̌ mit p, q ∈ R\{0}.
Zu zeigen: y̌ = q · a+ q

p · b · x̌
Es gilt

b̌ =

n∑
i=1

(p · xi − p · x̄)(q · yi − q · ȳ)

n∑
i=1

(p · xi − p · x̄)2

=

p · q ·
n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

p2 ·
n∑
i=1

(xi − x̄)2

=
q

p
· b

und

1Diese Regressionsfunktion steht hier stellvertretend für alle in dieser Abhandlung an-
geführten Regressionsfunktionen.
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3 Skalierungsunabhängigkeit

ǎ = q · ȳ − b̌ · (p · x) = q · ȳ − q

p
· b · p · x̄ = q · ȳ − q · b · x̄ = q · a .

2

Satz 3.0.4: Die Regressionsfunktion y = ã+b̃·w des strukturellen Modells bei
bekannten λ̃ mit den Schätzern aus Satz 2.2.14 sowie die Regressionsfunktion
y = ã+ b̃ · v des funktionalen Modells bei bekannten λ mit den Schätzern aus
Satz 2.2.20 ist unabhängig von der Skalierung bezüglich w bzw. v und y.
Beweis: Sei w̌ := p · w, y̌ := q · y und y̌ = ǎ+ b̌ · w̌ mit p, q ∈ R\{0}.
Zu zeigen: y̌ = q · ã+ q

p · b̃ · w̌
Zunächst gilt2

λ̌ =
q2

p2
· λ̃ .

Hieraus folgt

θ̌ =

q2 ·
n∑
i=1

(yi − ȳ)2 − q2

p2
· λ̃ · p2 ·

n∑
i=1

(wi − w̄)2

2 · p · q ·
n∑
i=1

(yi − ȳ) · (wi − w̄)

=
q

p
· θ

und somit ist

b̌ = θ̌ +
√
θ̌2 + λ̌ =

q

p
· θ +

√(
q

p
· θ
)2

+
q2

p2
· λ̃ =

q

p
· b̃ .

Nun gilt
ǎ = q · ȳ − b̌ · (p · w) = q · ȳ − q

p
· b̃ · p · w̄ = q · ã .

2

Bemerkung 3.0.5: Der Unterschied zwischen den Schätzern des struktu-
rellen Modells bzw. des funktionalen Modells auf der einen Seite und denen
der orthogonalen Regression auf der anderen Seite ist, dass λ̃ bzw. λ bei
der orthogonalen Regression 1 sind – vergleiche Bemerkung 2.3.4. Für den
Beweis von Satz 3.0.4 ist es aber essentiell, dass λ̃ bzw. λ der Quotient der
Fehlervarianzen ist. Deshalb ist die orthogonalen Regression weder bezüglich
ξ noch y unabhängig von der Skalierung. Darauf weist schon Wald 1940 auf
Seite 284 hin.

2Georgii 2004, S. 107, Satz 4.23, a).
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4 Fachliche Fragen

Im folgenden werden Fragen angeführt, zu denen ich die Antwort nicht kenne:

1. Gibt es im strukturellen oder funktionalen Modell neben dem Schätzer
aus Satz 2.2.14 weitere Schätzer nach der Momentmethode?

2. Die Schätzer in Satz 2.2.14 (strukturelles Modell) sind auch Momentme-
thodenschätzer. Gilt dies auch für den korrespondierenden Satz 2.2.20
(funktionales Modell)?

3. Im funktionalen Modell liegt der ML-Schätzer bei gegebenem λ vor. Gibt
es ML-Schätzer unter anderen Voraussetzungen, etwa mit der Kenntnis
von σ2

ε oder σ2
δ? Können andere Schätzer konstruiert werden? Welche

Eigenschaften haben diese?

4. Gilt die Eigenschaft, dass die strukturelle Gerade zwischen den beiden
KQ-Regressionsgeraden liegt — vergleiche Bemerkung 2.2.15 —, auch un-
ter anderen Bedingungen? Welche Aussagen bezüglich der funktionalen
Geraden sind im funktionalen Modell möglich — vergleiche Bemerkung
2.2.21 —, wenn λ nicht bekannt ist?

5. Satz 2.2.14 gibt einen Schätzer für den Fall sW,Y = 0 an. Ist eine entspre-
chende Aussage im parallelen Fall des Satzes 2.2.20 für sV,Y = 0 möglich?

6. Gibt es Möglichkeiten der Konstruktion eines Schätzers im ultra-struktu-
rellen Modell?

7. Im funktionalen Modell — auch im (ultra-)strukturellen — haben die
Regressionsgleichungen Yxi = α + β · xi + Exi eine andere unabhängige
Variable als die Regressionsfunktion y = α̂+ β̂ · v. Kann das funktionale
Modell so konstruiert werden, dass Yxi = α + β · vi + Exi gilt? Beachte
Bemerkung 2.2.5, (ii).
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